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The probability of a value of a given complex function and the joint probability of values of 
several given complex functions are written in a tractable form, and some applications to crystal- 
lography are discussed. The joint probability may be used in the determination of unknown phases 
of complex functions (e.g. structure factors) when the moduli (absolute values) are known by 
experiment. New criteria are developed which allow groups with and without centre of symmetry 
to be distinguished. A simple relation between phases, generalizing the Sayre-Cochran-Zachariasen 
relation in the centrosymmetrical case, is obtained. A method is indicated of finding the signs of 
invariant reflexions (not depending on the choice of the origin) in groups without centre of sym- 
metry. 

Introduction et plan 

On rencontre des fonctions al~atoires complexes dans 
l'~tude des phgnom~nes d~pourvus d'un centre de 
sym6trie. Leur importance en cristallographie r~side 
dans le simple fait que les groupes sans centre de 
symdtrie forment la grande majoritd, en effet sur 230 
groupes il n 'y  en a que 92 dou~s d'un centre de 
sym~trie. 

On dvalue d'abord la probabilit~ pour qu'une fonc- 
tion complexe 

F(x  I . . . .  , x~) = R + i I  

air ses parties rdelles R et imaginaires I comprises 
dans les intervalles respectifs (A, A + dA) et (B, B + dB). 
On en dgduit aisdment la fonction de r~partition des 
modules, par exemple des facteurs de structure, dont 
l'dquation propos6e par Wilson (1949) constitue une 
premiere (et excellente) approximation. 

On ajoute de nouveaux crit~res permettant la 
distinction entre groupes avec et sans centre de 
sym~trie. 

On forme ensuite l'expression de la probabilitd 
compos~e pour que m fonctions complexes 

Fk(xl, . . . ,  xn) = Rk+iI~ (k = 1, . . . ,  m) 

aient leurs parties r~elles R~ et imaginaires I~ com- 
prises dans les intervalles r~spectifs (Ak, Ak+dA~) et 
(B~, B~÷dB~). Lorsque l'observation fournit non pas 
la mesure complexe 

M~ = A~÷ iB~ = IM~I exp i ~  

mais seulement le module IM~], la probabilit~ com- 
posde peut servir £ d~terminer les phases les plus 
probables ~k. 

On donne deux applications. L'une montre que 
lorsque ~(h), ~(h') et q)(h") sont les phases des rd- 
flexions (h), (h') et (h") telles que h+h'  +h"  --- 0, 
alors cos [~(h)-V~(h') + ~(h")] est probablement posi- 
tif. C'est une g~n~ralisation de la relation de Sayre- 

Cochran-Zachariasen dans le cas centrosym~trique off 
s(h)s(h')s(h") est probablement positif. 

La deuxi~me application concerne la d6termination 
des signes des r~flexions invariantes. Elle pr~sente un 
inter~t pratique ~vident. 

Pr~liminaires math~mat iques  

Ddfinitions 

Soit une fonction complexe F(xl ,  . . . ,  xn) = R + i I ,  
ddpendant de n variables xj (j = 1, . . . ,  n) et prenant 
routes ses valeurs dans l'intervalle 0 < xj < 1. F est 
suppos~e int~grable ainsi que routes ses puissances 
telles que FP(F*) q. La probabilit~ ~l~mentaire est 
ddfinie par le volume ~l~mentaire dxldx2 . . .dxn .  On a 

f l d x l . . ,  dxn = 1 . (1) 
o 

On appellera mesure de F la valeur complexe M = 
A +lB.  

La probabilit6 P(A,  B ) d A  dB pour que les parties 
r6elles R et imaginaires I d'une fonction complexe 
F = R + i I ,  d6pendant de n variables xj (j - 1, . . . ,  n) 
soient comprises respectivement dans les intervalles 
(A, A + dA) et (B, B + dB) est telle que 

I P ( A , B )  = d ( R - A ) d ( I - B ) H d x j  (2) 
0 j=l 

(cf. Bertaut, 1955a, b). 

Choix de la reprdsentation de la fonction de Dirac 

Les fonetions (~ de Dirae peuvent ~tre repr~sent~es 
par des sdries telles que (Bertaut, 1955c, d) 

CO 

~ ( R - A )  = G(~')  ~ 1 p=o ~. Hp(d )Hp(~2)  . (3) 

Ici d et ~ sont les grandeurs r~duites 

30* 
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,;] = Aloe; ~ = R / ~ .  (4) 

~ (5) est la moyenne  quadra t ique  de R; H~(z) est le 
polyn6me d 'ordre  p d 'Hermi te  d6fini par  (6); enfin 
G(~/)  est la fonction de Gauss (7): 

~X 2 = i l R  2 / I  dx~, (5) 
~0 1"=1 

dV 
Hv(z ) = ( -  1)v exp [½z ~] ~zzV exp [ -½z ~] , (6) 

G(~ ' )  = (cq/2.~) 4 exp [_½~f2] .  (7) 

In t rodu i san t  la ddfinition de Hv(z) (6) dans (3) on 
peut  6crire aussi 

~ ( R - A )  
= (~]/2 .z)  -~ exp [½~2] exp [a] exp [_½(~2 + ~ 2 ) ] ,  (8) 

off exp [a] est l 'op6rateur  diffdrentiel 

co aV ~ 
exp E~] =~0~. '  ave° ~ = a--~ ~ "  (9) 

On a de m~me 

a ( I - B )  = (f l~/2 .u)- lexp [½J2] 

× exp [b] exp [ _ ½ ( J 2 + ~ 2 ) ] ,  

avec les notat ions 

(10) 

f12 = t lI  ~ h dx,, (11) 
~0 i=l 

= B/f l ,  ,.,¢" = I / f l ,  (12) 

b = ~t-~ a--J" (13) 

Le produi t  des fonctions (8) et (10) peut  alors se met t re  
sous la forme concise 

En  effet, on peut  dcrire 

a + b  = ½(ST*+S*T).  (18) 

L ' avan tage  des op6rateurs (17) vient  de ee que l 'on 
a par  exemple 

S ~ '  = 0 ,  (19) 
et 

,s'p exp [-½ld¢l ~3 -- ( -  de')" exp [-½1.~a'?] • 

Nous explicitons le d6veloppement  de (14) ju squ ' aux  
termes d 'ordre  4: 

co 
6 ( R - A ) 6 ( I - B )  = (2g0cfl) -1 e x p  [ _ ½ [ ~ / [ 2 ] ~  Q~ (20) 

r = 0  

2-1 
= (2a~fl) -x exp [ -½l~l~l  l+-~-.t ( ~ - ~ * + ~ - * $ )  

2-2 
÷ -~-.t [(~-~dg*)~ ÷ (~ '*  ~¢)2 + 2(1 ~-1~-- 2) (1 ~ '1  ~ -  2)] 

2-a + --~-.~ [(~'~.g*)~ + (~-*~')~ 

+ 3 ( ~ - ~ *  + ~ * ~ ¢ ) ( I ~ - F - 4 ) ( l ~ ( I Z - 4 ) ]  
2-4 

+ - - [ ( ~ ' *  p + ( ~ * ~ p  + 4((~-~*)~ + ( ~ * ~ f )  
4! ~ 

× ([~-1'-6)(IMg]u-6)+ 6([~-[a- 8[~l  ~+8) 

× (I ~ l ~ -  81~1 ~,+8)] + . . .  }.  (21 ) 

Indiquons  enfin pour ~tre complet  que Q~ (20) a la 
forme g6n6rale suivante,  sym6tr ique en ~ -  et ~ ¢  que 
l 'on peut  prouver  par  induct ion:  

p < r/2 

Q~ = 2 -~ 2 pl  ( r - p ) l [ ( ~ - ~ £ * ) ' - ~ + ( ~ * M g Y  - ~ ]  
p=0 

P 
× ~ ( -  1)q2q[ql ( r - p - q )  l (p-q)l]-l[~-]~-.q 

q=0 
P 

× ~ , ( -  1)q'2q'[q'!(r-p-q')l (p-q')!]-~]~] ~v-~q'. (22) 
qt =O 

a ( R - A ) a ( I - B )  = ( 2 ~ f l )  -1 exp [½1~-I 2] exp [ (a+b) ]  

× e x p  [ -½([~ '12+l~g[2) ] ,  (14) 

oh l 'on a abr6g6 

o ~  = ~ 2 + i ~ ¢ ,  ~ '  = d + i 2 ,  (15) 

Remarquons  que la moyenne quadra t ique  de [~-E 
est 2. I1 n 'es t  pas avantageux,  g ce s tade du calcul, 
d 'effectuer les op6rations ce qui about i ra i t  g des 
expressions assez compliqu6es en d ,  ~J, ~ et J .  I1 
vau t  mieux garder  la fonction ~"  et sa mesure com- 
plexe ~ ¢  le plus longtemps possible. On parvient  au 
but  en in t roduisant  les op6rateurs suivants  

6 6 6 6 s =3 -~+ /3 -~ ;  f = ~ + i 3 - 3 '  (17) 

F o n c t i o n  de r6part i t ion  des  m o d u l e s  

L' intdgrat ion de (21) par  rappor t  g toutes  les variables 
xi (j  = 1, . . . ,  n) fournit  la fonction de rdpart i t ion 
P(A, B) (2). Le premier te rme de (21) a d4jg 4tg donn6 
par  Wilson (1949) avec les notat ions  c~2-  - f12__ ½.~. 

Multiplions (21) par  dAdB. On a 

(~f l ) - ldA dB -- d~C d ~  . (23) 

Passons ensuite en coordonndes polaires I~ ' ] ,  ~:  

d d  d ~  = I,~[ d].~l dqg . (24) 

Dans l ' intdgrat ion par  rappor t  g ~ ne subsis tent  que 
les termes en ]dg[ 2n de sorte que compte tenu  de 

I~-I 2 = 2 o n  a 

P ( [ ~ q )  = IJgl I exp [ - ½ l ~ l  2] 
x [ l + 2 - e ( I , ~ g l a - S l d / 1 2 + 8 ) ( l ~ - l a - 8 ) + . . . ] .  (25)  



E . F .  B E R T A U T  457 

Application aux facteurs de structure 
Nous d4signerons par  E le facteur de structure 

normalis4 (26) et par  V sa valeur complexe. ~(h) est 
la partie trigonom4trique usuelle du facteur de struc- 
ture. (Pour les d4finitions cf. "Bertaut, 1955d). On a 

t 

E(h) = ~Y ~i~i(h) (26) 
1=1 

et 
E - -  ~ I / 2 ;  V = . / / I I V 2 .  (27) 

I1 n 'y  a aucune difficult4 ~ transcrire (21) dans ces 
variables. Nous n'explicitions que la relation (25). On a 

P(IVl) = 2lVl exp [ - l V l  ~.] 
x [ I+2-~( IV I~ -4 IV I~+2) ( IE I~ -2 )+ . . . ] .  (28) 

Le calcul direct montre d 'autre par t  que pour une 
r4flexion g4n4rale (hkl) 

t 

IEI  ~ = 21El ~ + 2 ~ [ I ~ 1 ~ - 2 ( 1 ~ i 1 ~ )  ~] 
:i=1 

t 

= 1 x 2 +  2 g~(l~ila-2n~), (29) 
1=1 

et que plus g4n@alement la partie principale de 
JE] ~n est n!. Dans le cas de N atomes, tous 4gaux, 
dans la maille on a 

IE[ 2~ = n ! + O ( N  - ~ )  . (30) 

Or les moments d'ordre 2n correspondant ~ la fonction 
de r4partition 2[ VI exp [ - [VI  ~] sont pr4cis4ment n!.  
Cela prouve que la statistique des modules suit bien 
la formule propos4e par Wilson (1949), aux termes en 
1/N pr~s. Au mSme degr4 d'approximation on a dans 
un groupe centrosym4trique 

IEI ~n= ( 2 n - 1 ) ! / 2 n ( n - 1 ) ! .  (31) 

De la comparaison de (30) et de (31) on d4duit des 
crit~res sensibles quant  ~ la pr4sence ou absence d 'un 
centre de sym4trie. 

On a par exemple IE[*= 3; ]E]~= 15 dans un 
groupe centrosym4trique et [EJa= 2; JE l l=  6 dans 
un groupe sans centre de sym4trie. 

(Pour les r4flexions sp4ciales, cf. Bertaut,  1955d.) 

La probab i l i t~  c o m p o s ~ e  

La probabilitd compos4e 

P(A~, B1, . . . ,  Am, B,n) dA1 dB~. . . dAmdB,~ 

pour que m fonctions complexes 

F ,  = R , + i I , ,  (k = 1 . . . .  , m) 

d4pendant chacune de n variables r4elles x1 (j = 1 , . . . ,  n), 
aient leurs parties r4elles R,  et imaginaires I ,  corn- 

prises dans les intervaUes respectifs (Ak, A~+dA~) et 
(Bk, Bk+dBk) est telle que (Bertaut, 1955a, b) 

P(A1, B1, . . . ,  Am, Bin) 

i 
1 m 

=,~okH=l~(Rk-Ak)6(Ik-Bk)jH__ldxj (32) 

I1 suffit de former le produit  de formes (21) et d'in- 
t4grer par  rapport  ~ toutes les variables x i. Nous 
4crivons le r4sultat avec les fonctions normalis4es (27): 

P(A1, B1, . . . ,  Am, Bin) 

= (2~)-m(~lf l l . . .~f lm)  -1 exp [ - ( I V 1 ] ~ + . . .  IVm[2)] 
71 n [ 1 

k,  l k ,  l ,  p k ,  l 

+ ~ akazapaq+ ~ Z bka~ap+ ~ I J  okay+. • • , (33) 
k , ~ , p ,  ff ~ • k , l , p  o • l%t 

off l 'on a abr4g4% 

a,  = E ,  Vk* +Ek* V,; 

bk = (EkV*)2+(E*Vk)U+2(IEkr-1)( IVkI~-I) ;  (34) 
ck = (EkV*)a+(E*Vk)a+3ak(IEk]2--2)(]V,[~--2). 

Lorsque les fonctions Ek sont al4atoires et orthogonales, 
]e premier terme non nul dans (33) est d 'ordre trois 
en V. 

Supposons que les int4grations dans (33) sur les fonc- 
tions Ek puissent 8tre effectudes et que, exp@imentale- 
ment, on connaisse seulement les modules ]Vk[. 
Rempla?ons alors les Vk par 

V~ = [Vkl exp [i~0~]. (35) 

On obtient ainsi pour la probabilit4 compos4e une 
expression oh figurent comme seules inconnues les 
phases ~ .  Leurs valeurs les plus probables sont celles 
qui rendent (33) maximum: 

~P(~I, . . . ,  ~m)/8~, = 0 (avec 5~P/8~o~ < 0) .  (36) 

La r4solution du syst~me d'4quations (36) par rapport  
aux phases fournit donc les phases les plus probables, 
vue l ' information donn4e. Signalons £ ce propos une 
ind4termination. La probabilit4 (33) ne change pas si 
£ chaque grandeur E~ et V~ on substitue la grandeur 
conjugu4e. Cela signifie qu'& route solution ~%, ~ ,  . . .  
~ de (33) correspond aussi la solution -~01,-~0~, 
• . . ,  - - ( ~ O m °  

Application ~ la cristallographie 

L'expression (33) constitue la probabilit4 compos4e 
des facteurs de structure complexes de tousles  groupes 
non centrosym4triques. Les moyennes 

E~(E*~ )a'. . .Eq  (E*m) q" (37) 

Les abr4v ia t ions  ak e t  bk dans  (34) ne do iven t  pas  8tre 
confondues  avec  les op4ra teurs  a (9) e t  b (13). 
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que l 'on doit calculer ne different de zdro que lorsque 
certaines conditions sont impos~es aux h i , . . . ,  h~ 
(cf. Bertaut,  1955b). Les 6nonc~s sur la lin~arisation 
des produits et des puissances des parties trigono- 
m6triques des facteurs de structure (Bertaut,  1955d) 
restent valables dans le cas non centrosym6trique. 
Voici le principe du calcul. On formera d 'abord le 
produit 

~ ( ~ $ 1 ) a ' .  ]:q [~.g:~q'ma+a'÷...+q-4-q" (38) 

analogue ~ (37), mais correspondant ~ une seule 
position atomique d'indice j .  On le lin~arise sous la 
forme 

azi~(H1)+a~i~(H~)+ . . .apj~(H~) , (39) 

off les Hq sont des combinaisons lin~aires des h z . . . .  , ha. 
On posera ensuite par exemple H 1 = 0. Cela impose 
une condition (lin6aire) entre les h z , . . . ,  h~. Lors- 
qu'elle est remplie, H ~ , . . . ,  Hp seront diffdrents de 
z6ro et la moyenne de (38) se rdduira £ alia(0). On 
sommera sur toutes les positions atomiques j (j = 
1 , . . . ,  t). Cela fournit la moyenne de (37) dans la 
condition H i = 0. 

On mbne les calculs de la m~me fagon dans la con- 
dition H~. = 0 et ainsi de suite, jusqu'£ ce qu'on air 
dpuisd les p conditions possibles. (Des applications 
simples sont rencontrdes dans la section suivante.) 
Mentionnons que les moyennes (37) sont des quantit~s 
rdelles. 

Remarque . - -Le  cas off la condition H i = 0 peut se 
d6composer en deux conditions ind6pendantes H~=0 
et H~ '=0 mdrite une mention sp6ciale. I1 correspond 
au cas oh le produit (37) peut se dficomposer en un 
produit de deux facteurs, la moyenne de chacun 6tant 
diff6rent de z6ro. Dans ce cas la moyenne du produit 
est figale au produit  des moyennes des faeteurs. Cette 
~ventualit~ se rencontre pour les produits (37) d'ordre 
supdrieur ou ~gal £ six. (Le cas le plus simple est 
celui de 

EzE~E a × E~E~E~ 

avec la condition hz+h~+h a = 0 6t h~+h~+h~ = O. 
Le r6sultat est, dans nos notations (Bertaut, 1955d) 
~,gal ~ z~.) 

Gdndralisation 

Dans tout  groupe sans centre de symdtrie (£ l'ex- 

ception de P1) on peut partager les faeteurs de struc- 
ture en deux categories principales: (a) cat~gorie 
complexe (R # 0, I 4 0) pour laquelle la rdpartition 
(33) est valable, (b) categoric simple (ou R = 0 ou 
I = 0) pour laquelle la r6partition centrosym6trique 
(cf. Bertaut,  1955c, d) est valable. 

Pour fixer les iddes, supposons qu'il y air 

( a )  des fonctions normalis6es complexes 

E1, = R k + i l k  (k = 1 . . . .  , m) , 

(bz) des fonctions normalis~es rdelles 

E ~ = R r  ( r =  1 , . . . , s )  
• et 

(bg) des fonctions normalis~es purement imaginaires 

Ej = iI~ ( j  = 1 . . . .  , t) . 

Pour construire la densit~ de probabilit~ compos~e 

P(AI,, Bk, . . .  ; A~ . . . . .  By . . . .  ) 

= ( ~ ( R k - A ~ ) 5 ( I k - B k ) x l I S ( R r - A r )  
0 r 

> 1I 5 ( I j - B ~ ) d x l . . . d x ,  (40) 
y 

o n  utilisera pour la cat~gorie complexe (a) les produits 
de formes (21); pour la categoric rdelle (ba), on utilisera 
le d~veloppement (3) et un ddveloppement analogue 
pour la cat~gorie purement imaginaire (b~). 

On fair le produit de toutes les fonctions de Dirac 
et l 'on int~gre par rapport  £ toutes les coordonn~es 
x~ . . . .  , xn. Le r~sultat est la densit~ de probabilit~ 
compos~e complete des facteurs de structure du groupe 
consi@r~. Nous n'explicitons pas le r6sultat qu'il est 
d'ailleurs facile d'~crire. Les considerations sur les 
phases les plus probables restent encore valables. 

Sans aborder le probl~me difficile de la r~solution 
pratique du syst~me (36) nous sommes maintenant  en 
mesure d'envisager deux applications. 

Appl ica t ion  I :  une relation simple entre phases 

Soient trois facteurs de structure complexes et 
normalisds E(h),  E(h') ,  E (h" )  tels que 

h + h / + h "  = 0 .  (41) 

Soient V(h), V(h'), V(h")  leurs valeurs, ~(h), ~(h'), (p(h") 
leurs phases. La probabihtd compos6e est de la forme 

P[V(h) ,  V(h'), V(h")] 

= C[1 + a ( h ) a ( h ' ) a ( h " ) + . . . ]  

= C{1 +za[V(h )V(h ' )V (h"  ) 

+ ( V ( h )  V(h ' )V(h"))*]  + . . .  }, (42) 

off l 'on a abr6g~ 

a(h) = E ( h ) V * ( h ) + E * ( h ) V ( h ) ,  (43) 

t 
z 8 = E(h )E(h ' )E(h" )  = .~  niq) ~ . (44) 

1)osons i=1 

q~ = q~(h)+q~(h')+q~(h") (45) 

et envisageons l 'intervalle -½:t  < q~ < ~:~. Dans Fin- 
tervalle -½~z < ~ < ½:~, cos ~ est positif. La probabi- 
lit6 pour que cos ~ soit dans cet intervalle est de la 
forme 

i 
n/2 

P+ = C d ~ ( l + 2 z  a cos qDIV(h)V(h')V(h")I) .  (46) 
- h i 2  

La probabilit6 P -  pour que cos ~0 soit n~gatif se 
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calcule de la mSme fa?on. La constante de normalisa- 
tion C est d6termin6 par la condition P + + P - =  1. 
On a 

et 
C = (2z) -~ (47) 

P+ = ½+(2/g)za[V(h)V(h')V(h")l. (48) 

Partant  de facteurs de structure unitaires U(h), U(h'), 
U(h') on aurait obtenu 

oh 
P+ = ~-+(2/z)~[U(h)U(h')U(h")[, (49) 

= ,Y,n~/(.~'n~.} ~ (50) 

se r6duit £ N dans le cas d'atomes tous 6gaux. 
La probabilit6 pour que cos[q~(h)+q~(h')+¢(h")] 

soit positif, d6passe donc toujours ~-. Cela constitue 
une g6n6ralisation de la relation de Sayre-Cochran- 
Zachariasen. 

Remarque 1 . -  I1 semble qu'il faille envisager un 
domaine de variation de 2~ pour chacune des phases 
~v(h), ~(h'), ~(h") et une probabilit6 dl6mentaire 
dq~(h)dq~(h')dq~(h"). On obtient cependant exactement 
le m~me r6sultat, mais apr6s des calculs plus longs. 

Remarque 2 . -  On peut montrer que la relation 
(48) reste encore vraie lorsque Fun des trois facteurs 
de structure est r6el. 

Application I I :  rdflexions invariantes 
Notant toujours par ~(h, k, l) la partie trigonom6- 

trique du facteur de structure, ~(h, k, l)~(]~, k, l) = 
I~(h, k, 1)] ~ est 6videmment une quantit6 r6elle. La 
lin6arisation (Bertaut, 1955d) de ]~(h, k, l)l ~ fournira 
automatiquement soit des facteurs ~(H, K, L) rdels, 
soit des parties r6elles de ces facteurs, c'est-£-dire les 
combinaisons telles que ~(H, K, L)+~*(H, K, L) ou 
[~(H, K, L)-~*(H,  K, L)]/i. 

De plus la valeur du produit ~(h, k, 1)~(]~,/c, D est 
inddpendant du choix de l'origine. I1 en sera de m6me 
des ~(H, K, L) r6els ou de leurs parties r6elles qui 
figurent dans la somme lindaris6e. On obtient ainsi 
toutes les r6flexions invariantes dans un changement 
d'origine (comme dans le cas centrosymdtrique). De 
la corr61ation entre les r6flexions invariantes (H, K, L) 
et les r6flexions gdn6rales (hkl) on d6duit l'application 
suivante. 

Lorsque dans un groupe non centrosymdtrique il y 
a une projection centrosym6trique, les signes des 
r6flexions invariantes r6elles d6pendent non seulement 
des r6flexions r6elles de la zone centrosymdtrique, 
mais aussi des rdflexions gdn6rales. La corr61ation fait 
intervenir uniquement les modules des facteurs de 
structure des r6flezions g6n6rales. 

Nous donnons deux exemples pour fixer les iddes. 
(1 °) Groupe D ~ - P 4 2 c . -  On a ici 

[~(h, k, 1)l ~ = ~(0, 0, 0)+~(2h, 2k, 0) 
+[~(0, 2k, 2l)+~(2h, 0, 2l)] exp [xdl] 
+~(h', k', 2l)+~*(h', k', 2l) 
+[~(h' ,h ' ,  0)+~(k' ,k ' ,0)]exp[~ril] ,  (51) 

off 
h' = h+lc et It' = k - h .  (52) 

Les r6flexions qui figurent dans le second membre de 
(51) sont invariantes; en particulier les signes des 
parties r6elles des r6flexions ~(h', k', 2l) oh h' et k' 
ont la m~me paritd (52) ne ddpendent pas du choix de 
l'origine. 

(2 °) Groupe D~-P212121. - - O n  a ici 

I~(h, k, Z)l ~ = ~(0, o, o )+~(2h ,  2~, o)s 
+~(0, 2k, 2l)t+~(2h, O, 2l)v (53) 

a v e c  

s=exp [xd(h+l)], t=exp [gi(h+k)], v=exp [gi(/c+l)]. 

(54) 
On a par exemple 

]~(h, k, l)l~(2h, 2k, 0) = s~(2h, 2k, 0) = 8~(0, 0, 0), (55) 

d'ofi l'on ddduit que 

[E(h, k, 1)12E(2h, 2k, O) 
t t 

- -  s ~  ~ja ~j2(2h, 2k, 0) = 82.: njqo~ = sz3 . (56) 
i=1 i=1 

La densit6 de probabilit6 compos6e, formde avec ]es 
rdflexions (2h, 2k, 0) et (h, k, 1), comme il a dr6 dit 
plus haut, s'dcrit 

P = C[1 +A(2h, 2k, 0)~'([ V(h, k, l)[2-1) 

×([E(h,k, 1)[~-l)E(2h, 2k, 0 ) + . . . ] ,  (57) 

et l'on trouve ais6ment que la probabilit6 P+ pour que 
A(2h, 2k, 0) soit positif est donn6e par 

P+=  ½11 + [A (2h, 2k, 0) [za~ ( -  1)h+~([ V(hkl)[~_ 1 )+ . . .  ]. 
z (58)  

Le signe probable de A(2h, 2k, 0) est done celui de la 
somme 

(--1)hZ (IV(h, k, l ) ]9 -1) ( -1)  ~ (59) 
l 

off l'indice de sommation est 1. 
Des relations similaires ont 6t6 indiqudes par Vand 

& Pepinsky (1953) pour ce m~me groupe. La mdthode 
de lin6arisation nous parait & la fois plus g6ndra.le et 
plus 616gante. 

Nous avons r6dig6, en collaboration avec Monsieur 
Jean Dulac, des tables contenant les carrds des modules 
]~(h, k, 1)] 9 lin6aris6s pour tout groupe non centro- 
sym6trique. Ces tables qui contiennent dgalement les 
carrds, troisi6mes et quatri6mes puissances de ~(h, k, l) 
ainsi que les produits ~(h, k, 1)~(h', k', l') lindaris6s des 
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groupes centrosym@triques, seront publi@s prochaine- 
ment. 

Conclusion 

La statistique dans le cas du cristal non centro- 
sym~trique, abord@e par Wilson (1949), Hauptmann  
& Karle (1953) et Vand & Pepinsky (1953), est pr@- 
sent@e sous une forme nouvelle qui, esp@rons-le, nous 
approchera de la solution d@finitive du probl~me des 
phases. 
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Seven crystalline forms of bovine pancreatic ribonuclease have been prepared and characterized by 
X-ray diffraction. Two of these forms (I and VII) are complexes with nickel, and one (VI) is a com- 
plex with a dye, iodophenol blue. Methods of preparing each of the polymorphs are given. The 
observed lattice parameters are found to vary by small amounts on changing the composition 
(pH, etc.) of the medium from which the crystals are obtained. Some of the polymorphs were dyed 
by various members of the sulfonphthalein indicator series, while other polymorphs could not be 
dyed under similar conditions. 

Techniques of crystallization 

Methods of crystallizing bovine pancreatic ribonuclease 
from salt solutions at room temperature, or from 
aqueous alcohol at lower temperature, have been 
reported by Kunitz (1940). In  the present work, tech- 
niques were developed for crystallizing ribonuclease at 
room temperature from aqueous solutions of various 
organic liquids. The crystals, which were required for 
an X-ray diffraction study of the crystal structure of 
ribonuclease, appeared in a number of distinct modifi- 
cations, of which seven were characterized by X-ray 
diffraction data. The techniques reported here have 
made possible the reproducible production of these 
modifications, as their occurrence was found to 
depend on factors, such as the pH, the identi ty and 
concentration of the organic liquid used as a precipi- 
tant,  and in some cases on the presence of small 
amounts of heavy metals or dyes. 

The sources of ribonuclease for this work were: 
(1) A crude fraction from bovine pancreas precipitated 

* Contribution No. 2 from the Protein Structure Project, 
Polytechnic Institute of Brooklyn 

Present address: Boyce Thompson Institute for Plant 
Research, Yonkers 3, New York, U.S.A. 

from 0.7-0.8 saturated ammonium sulfate, purchased 
from Worthington Biochemical Company, and purified 
in this laboratory by either the method of McDonald 
(1948) or that  of Kunitz (1940). (2) Lyophili~ed re- 
crystallized salt-free ribonuclease purchased from 
Armour Laboratories. Different lots of the Armour 
ribonuelease differed in pH, but material giving a 
solution of a required pH could be obtained by dis- 
solving the ribonuclease in water, adjusting the pH 
by addition of 0.1M N a 0 H  or HC1, and lyophilizing 
again. 

The methods of crystallization were: 

(A) An aqueous solution of ribonuclease is frozen 
and then partially thawed. The organic liquid is added 
with gentle shaking, and the solution is then stored in 
a constant-temperature bath at 24-25 ° C. By use of 
this method of addition, both the effects of evolution 
of heat of mixing and of contact of nearly anhydrous 
organic liquid with the ribonuclease are avoided as 
much as possible. 

(B) An aqueous solution of the organic liquid is 
chilled and poured on to solid lyophilized ribonuclease. 
The suspension is stored in the constant-temperature 
water bath at 24-25 ° C. The particles of ribonuclease 


